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THÁI NGUYÊN - 2020 



 
 

i 

LỜI CAM ĐOAN 

 

Tôi xin cam đoan đây là công trình nghiên cứu của riêng tôi dưới sự 

hướng dẫn của PGS.TS Phạm Hiến Bằng. Các tài liệu trong luận văn là trung 

thực. Các kết quả chính của luận văn chưa từng được công bố trong các luận 

văn Thạc sĩ của các tác giả khác. 

 Tôi xin cam đoan rằng mọi sự giúp đỡ cho việc thực hiện Luận văn này 

đã được cảm ơn và các thông tin trích dẫn trong Luận văn đã được chỉ rõ nguồn 

gốc. 

                                                                                            Tác giả 
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MỞ ĐẦU 

     Nguyên lí ánh xạ co Banach là một trong những kết quả đơn giản nhưng 

có nhiều ứng dụng của lí thuyết điểm bất động metric. Nó là một công cụ phổ 

biến để chứng minh sự tồn tại của nghiệm của các bài toán trong các lĩnh vực 

khác nhau của toán học. Nguyên lý ánh xạ co Banach đã được mở rộng theo 

hai hướng. Hướng thứ nhất là mở rộng nguyên lí ánh xạ co Banach cho các loại 

ánh xạ khác nhau như ánh xạ co yếu, ánh xạ dãn, ánh xạ tương thích yếu, ánh 

xạ tương thích,… Hướng thứ hai là thiết lập nguyên lí ánh xạ co Banach cho 

các không gian kiểu metric: chẳng hạn các không gian 2-metric, D-metric, b -

metric, 
2

b - metric, G - metric,… Năm 2000, Hitzler và Seda đã giới thiệu 

khái niệm 
l

d - metric và 
l

d - tôpô và thiết lập định lí điểm bất động trong 

không gian 
l

d - metric đầy đủ. Năm 2013, N. Hussain, J.R. Roshan, V. 

Parvaneh và M.Abbas đã giới thiệu khái niệm 
d

b - metric và thiết lập định lí 

về điểm bất động chung đối với các ánh xạ co yếu trong không gian 
d

b - metric. 

Theo hướng nghiên cứu này, chúng tôi chọn đề tài: “Điểm bất động chung đối 

với các ánh xạ co yếu trong không gian 
d

b - metric sắp thứ tự và ứng dụng”. 

Đề tài có ý nghĩa thời sự, đã và đang được nhiều nhà toán học trong và ngoài 

nước quan tâm nghiên cứu. 

Nội dung luận văn được viết chủ yếu dựa trên các tài liệu [3], [6] và [8], 

gồm 40 trang, trong đó có phần mở đầu, hai chương nội dung, phần kết luận và 

danh mục tài liệu tham khảo. 

Chương 1: Giới thiệu khái niệm và một vài tính chất của không gian b -

metric và không gian -
d

b metric.  

Chương 2: Là nội dung chính của luận văn, trình bày lại các kết quả  

nghiên cứu gần đây của N. Hussain, J.R. Roshan, V. Parvaneh và M.Abbas về  

điểm bất động chung đối với các ánh xạ co yếu trong không gian 
d

b - metric. 

Cuối cùng là phần kết luận trình bày tóm tắt kết quả đạt được. 
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CHƯƠNG 1 

KIẾN THỨC CHUẨN BỊ 

 

1.1. Không gian b -  metric 

Định nghĩa 1.1.1. Cho E  là một tập khác rỗng và 1l ³  là một số thực. Một 

hàm ¡:d E E +´ ®  được gọi là một b -  metric nếu với mọi , ,u v w EÎ , các 

điều kiện sau được thỏa mãn: 

( )i   ( , ) 0d u v =  nếu và chỉ nếu u v= ,  

( )ii   ( , ) ( , )d u v d v u= , 

(𝑖𝑖𝑖)  ( , ) [ ( , ) ( , )]d u v d u w d w vl£ + . 

Cặp ( , )E d  được gọi là không gian b -  metric. 

Chú ý rằng lớp các không gian b -  metric rộng hơn lớp các không gian metric. 

Thật vậy, một b -  metric là một metric khi và chỉ khi 1l = . 

Ví dụ 1.1.2  Không gian (0 1),
p

l p< <  

                                      ( ) :
p

p n n
n

l u u
ì üï ïï ï= Î á¥í ý
ï ïï ïî þ

å¡  , 

 với hàm số : ,
p p

d l l +´ ® ¡  xác định bởi 

                                       
1/( , ) ( ) ,

p
p

n n
n

d u v u v= -å  

trong đó ( ), ( )
n n p

u u v v l= = Î  là một không gian b -metric với 
1/2 pl =  . 

Ví dụ 1.1.3.  Cho ( ),E d  là một không gian metric và ( , ) ( ( , ))pp u v d u v= , trong 

đó 1p > . Khi đó p  là một b -  metric với 
12pl -= . Thật vậy: 

Hiển nhiên, các điều kiện (i) và (ii) của Định nghĩa 1.1.1 được thỏa mãn. 

Nếu 1 p< < ¥  thì sử dụng tính lồi của hàm số ( ) ( 0)pf u u u= >   ta có bất 

đẳng thức    
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                  ( )
a 1

2 2

p

p pb
a b

æ ö+ ÷ç ÷ £ +ç ÷ç ÷çè ø
 nghĩa là, 1( ) 2 ( )p p p pa b a b-+ £ + . 

Do đó với mỗi , ,u v w EÎ , ta có: 

             ( , ) ( ( , )) ( ( , ) ( , ))p pp u v d u v d u w d w v= £ +   

            1 12 (( ( , )) ( ( , )) ) 2 ( ( , ) ( , )).p p p pd u w d w v p u w p w v- -£ + = +   

Vì vậy, điều kiện (iii) của Định nghĩa 1.1.1 được thỏa mãn và p  là một b -  

metric.  

Định nghĩa 1.1.4. Cho ( , )E d  là một không gian b -  metric. Khi đó, dãy 

{ }
n

u EÌ  được gọi là: 

)a  hội tụ nếu và chỉ nếu tồn tại u EÎ  sao cho ( , ) 0,
n

d u u ®  khi n ® ¥ .   

    Trong trường hợp này, ta viết lim
nx

u u
® ¥

= .  

)b dãy Cauchy khi và chỉ khi  ( , ) 0,
n m

d u u ®   khi ,m n ® +¥ .  

Mệnh đề 1.1.5.  Trong một không gian b -  metric ( , )E d  các khẳng định sau 

đây được thỏa mãn: 

)i   một dãy hội tụ có giới hạn duy nhất, 

)ii  mọi dãy hội tụ đều là dãy Cauchy, 

)iii  nói chung, một b -  metric là không liên tục. 

Định nghĩa 1.1.6.  Không gian b -  metric ( , )E d  được gọi là đầy đủ nếu mọi 

dãy Cauchy trong E  đều hội tụ. 

Nói chung, một hàm b -  metric d  với 1l >  không liên tục theo cả hai biến.  

Sau đây là ví dụ về một b -  metric không liên tục. 

Ví dụ 1.1.7.  Cho { }¥E = È ¥  và ¡:d E E´ ®  xác định bởi 

                 ( , ) 0d m n =  nếu m n= , 

                 
1 1

( , )d m n
m n

= -   nếu ,m n  là các số chẵn hoặc .m n = ¥   
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          ( , ) 5d m n =  nếu ,m n  là các số lẻ và m n¹   

                 ( , ) 2d m n =   tại ,m n  còn lại.  

Khi đó với mọi , ,m n p EÎ , ta có 

                                       ( , ) 3( ( , ) ( , )).d m p d m n d n p£ +  

Do đó, ( , )E d  là không gian b -  metric với 3l = . Nếu 2
n

u n= , với mỗi 

n Î ¥ , thì 
1

(2 , ) 0
2

d n
n

¥ = ® , khi n ® ¥   

Nghĩa là, 
n

u ® ¥ , nhưng 
2

( ,1) 2 ( ,1),
n

d u d/= ® ¥  khi n ® ¥  

Nói chung b -  metric không liên tục, nên ta cần bổ đề đơn giản sau đây về các 

dãy b -  hội tụ. 

Bổ đề 1.1.8. Cho ( , )E d  là không gian b - metric và { }
n

u  là dãy trong E  sao 

cho  
n

u u®  và 
n

u v® . Khi đó u v= . 

Bổ đề 1.1.9.  Cho ( , )E d  là không gian b - metric , 
0

{ }n

k k
u E

=
Ì . Khi đó:  

      K 1 1

0 0 1 2 1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n

n n n n n
d u u d u u d u u d u ul l l- -

- - -
£ + + + . 

Bổ đề 1.1.10. Cho { }
n

v  là dãy trong không gian b - metric ( , )E d  sao cho  

    
1 1

( , ) ( , )
n n n n

d v v d v vq
+ -

£                                     

với 0 1 /q l< <  và mỗi n Î ¥ . Khi đó { }
n

v  là dãy Cauchy trong E . 

Bổ đề 1.1.11. Cho ( , )E d
 
là không gian b -  metric với 1l ³ . Giả sử rằng 

{ }
n

u và { }
n

v  là b - hội tụ đến u  và v  tương ứng. Khi đó ta có: 

2

2

1
( , ) lim inf ( , ) lim sup ( , ) ( , ).

n n n nn n
d u v d u v d u v d u vl

l ® ¥ ® ¥
£ £ £  

Đặc biệt, nếu u v= , thì  lim ( , ) 0
n nx

d u v
® ¥

= , hơn nữa với mỗi w EÎ  ta có 
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1
( , ) lim inf ( , ) lim sup ( , ) ( , ).

n nn n
d u w d u w d u w d u wl

l ® ¥ ® ¥
£ £ £  

Định nghĩa 1.1.12. Cho ( , )E d  là một không gian b -  metric. Một cặp ánh xạ  

{ , }f g  được gọi là tương thích nếu và chỉ nếu lim ( , ) 0
n nn

d fgu gfu
® ¥

= , trong đó  

{ }
n

u  là một dãy trong E  sao cho lim lim
n nn x

fu gu t
® ¥ ® ¥

= = , với t EÎ  nào đó. 

Định nghĩa 1.1.13. Cho f  và g  là định nghĩa hai tự ánh xạ trên tập không rỗng

E . Nếu w fu gu= =  với u EÎ , thì u  được gọi là điểm trùng của f  và g , 

trong đó w  được gọi là điểm trùng nhau của f  và g .  

Định nghĩa 1.1.14.  Cho f  và g  là hai tự ánh xạ xác định trên tập E . Khi đó 

f  và g  được gọi là tương thích yếu nếu chúng giao hoán tại mỗi điểm trùng. 

1.2. Không gian 
d

b - metric 

Định nghĩa 1.2.1. Cho E  là tập không rỗng. Ánh xạ : [0, )
l

d E E´ ® ¥  được 

gọi là 
l

d - metric nếu thoả mãn điều kiện sau với mọi , ,u v w EÎ : 

( )i   Nếu ( , ) 0
l

d u v =  thì u v= ; 

     ( )ii  ( , ) ( , )
l l

d u v d v u= ; 

     
( )iii  ( , ) ( , ) ( , )

l l l
d u v d u w d w v£ + . 

Cặp ( , )
l

E d  được gọi là không gian 
l

d - metric.  

Chú ý rằng khi u v= , ( , )
l

d u v  có thể không bằng 0. 

Ví dụ 1.2.2. Nếu ¡ {0}E += È , thì ( , )
l

d u v u v= +  xác định một 
l

d - metric 

trên E . 

Định nghĩa 1.2.3. Dãy { }
n

u  trong không gian 
l

d - metric được gọi là: 

(1) dãy Cauchy nếu với 0e > , tồn tại 
0

n$ Î ¥   sao cho với 
0

,n m n" ³ , ta có 

( , )
l m n

d u u e<  hoặc  
,
lim ( , ) 0

l m nn m
d u u

® ¥
= . 


